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В работе установлены новые критерии самосовмещения произвольной точки n-арной группы относительно эле-
ментов последовательности вершин 2k-угольников n-арной группы. Доказывается, что центроид 2k-угольника G, 
обладающего тем свойством, что произвольная точка n-арной группы самосовмещается относительно элементов по-
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In the work new criteria of self-returning of any point of n-ary groups concerning the elements of sequence of tops of 
2k-gons of the n-ary groups are established. It is proved that centroids of 2k-gons of G possessing that property that any point 
of n-ary groups of self-returning concerning the elements of sequence of tops of this 2k-gons coincides with the G k-square 
centroid.
Keywords: n-ary group, k-gon of n-ary group, vector of n-ary group.
Введение. Весомый вклад в развитие приложений теории n-арных групп (для любого n ≥ 2) 
в аффинной геометрии внесли С. А. Русаков [1] и Д. Вакарелов [2]. В частности, С. А. Русаков 
построил аффинное пространство W(G) методом фундаментальных последовательностей век-
торов полуабелевой n-арной rs-группы G. Указанные исследования получили дальнейшее раз-
витие в монографии Ю. И. Кулаженко [3], где было предложено новое направление, связанное 
с самосовмещением элементов n-арной группы. Целью настоящей работы является исследование 
2k-угольников G, обладающих тем свойством, что произвольная точка самосовмещается относи-
тельно элементов последовательности вершин этих многоугольников. 
Предварительные сведения. Традиционно в теоретической механике центроидом однород-
ного n-угольника называют точку M, которая определяется вектором
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 , (1)
где O – некоторая фиксированная точка, R1,R2,…,Rn – вершины n-угольника. Равенство (1) экви-
валентно следующим:
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Заметим, что центр масс однородного многоугольника зависит только от геометрических 
свойств объекта. Центроидом Х треугольника ABC называют точку пересечения медиан. Для Х 
справедливо равенство
 0.XA XB XC+ + =
   
 
Центроидом M произвольного четырехугольника ABCD называют точку пересечения сред-
них линий четырехугольника. Для M справедливо равенство
 0.MA MB MC MD+ + + =
    
 
Центр масс треугольника и центр масс четырехугольника совпадают соответственно с цен-
троидом треугольника и центроидом четырехугольника. С учетом вышеуказанного, введем 
О п р ед е л е н и е  1.  Центроидом k-угольника 1 2 k< a a a >, , ,  n-арной группы G назовем точ-
ку x из G, которая удовлетворяет следующему равенству:
 1 2 0.kxa xa xa+ + + =
   
  
Напомним следующие определения.
О п р ед е л е н и е  2 [3]. Упорядоченную пару <a,b> точек a b G, ∈  называют направленным от-
резком G и обозначают через ab.
О п р ед е л е н и е  3 [3]. Пишут ab cd=  и говорят, что направленные отрезки ab и cd G рав ны, 
если четырехугольник <a,c,d,b> является параллелограммом G.
Пусть V – множество всех направленных отрезков G. Отношение «=» разбивает множество V 
на классы эквивалентности (см. [1]).
О п р ед е л е н и е  4 [3]. Если ,ab V∈  то множество { | ,  }uv uv V uv ab∈ =  называют вектором G 
и обозначают через ab

, или одной малой буквой латинского алфавита, например ab p=
 
. Через 
V(G) обозначают множество всех векторов G. 
О п р ед е л е н и е  5 [3]. Два вектора p ab=
 
 и q cd=
 
 из V(G) называют равными и пишут p q=
 
, 
если их представители ab и cd равны.
В [1] доказано, что для любых точек равенства 
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n
cb b a b
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эквивалентны. 
О п р ед е л е н и е  6 [3]. Если выполняется равенство (2) или (3), то b называют серединой от-
резка [a,c]. Если имеет место равенство (2) (равенство (3)), то точку c (точку a) называют точ-
кой, симметричной точке a (точке c) относительно точки b, и обозначают через Sb(a)(Sb(c)), т. е. 
c = Sb(a) (a = Sb(c)). 
Из (2) или (3) следует, что 
 
2 4
[ 2]( ) [ ]
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bS a ba a b
-
-= ,  
 
2 4
[ 2]( ) [ ]
n
bS c bc c b
-
-= . 
Определение 7 [3]. Точку xi называют i-м обходом элементов последовательности 
<a1,…,ak> точкой p, если 
 2 11 ( ( ( ( ))) )ka a ax S … S S p …=  
и 
 2 1 1( ( ( ( ))) )ki a a a ix S … S S x …-=  
для всех i = 2,3,…,n, где p A∈ , 1
k ka A∈ .
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О п р ед е л е н и е  8 [3]. Говорят, что точка p самосовмещается относительно элементов после-
довательности <a1,…,ak>, если 
 2 1( ( ( ( ))) )ka a aS … S S p … p= , 
где p A∈ , 1
k ka A∈ .
О п р ед е л е н и е  9 [3]. n-Арную группу G называют полуабелевой, если для любой последо-
вательности 1 2, ,...,  nx x x G∈  справедливо равенство
 1 2 1 2 1 1[ ... ] [ ... ].n n n nx x x x x x x x- -=  
Более подробные сведения про нейтральные последовательности можно найти в [4].
Ле м м а  1 [3]. n-Арная группа G – полуабелева тогда и только тогда, когда для любых точек 
x, y, z  из G выполняется равенство 
 
2 4 2 4
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n n
xy y z zy y x
- -
- -= . 
Ле м м а  2 [3]. Пусть G – произвольная n-арная группа. Для любых точек a, b, c, d множе ства G 
справедливы равенства 
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Ле м м а  3 [3]. Пусть G – произвольная n-арная группа. G будет полуабелевой тогда и только 
тогда, когда для любых точек a, b, c, d из G справедливо равенство
 .ab cd ad cb+ = +
   
 
Установим справедливость следующей леммы.
Ле м м а  4 .  Пусть G – полуабелева n-арная группа, a1, a2, al,…, p – произвольные точки из 
G(l ∈N). Если справедливо равенство
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то справедливо следующее равенство:
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До к а з а т е л ь с т в о.  Подставим значение a1 из (4) в левую часть (5), т. е. в следующее выра-
жение:
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Получим
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Используя ассоциативность n-арной операции и нейтральность последовательностей 
2 4
[ 2]
n
g g g
-
-  
для любого g G∈ , выражение (6) перепишем в виде
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Подставим значение a1 из (4) в выражение (7). Имеем
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- - - - - - = 
С учетом полуабелевости G, леммы 1 и нейтральности последовательностей 
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Из преобразований (6)–(8) следует справедливость равенства (5).
Те о р е м а  1. Пусть G – полуабелева n-арная группа, a1,a2,…,a2k – произвольные точки из 
G(k ∈N). Произвольная точка p G∈  самосовмещается относительно элементов последователь-
ности вершин 2k-угольника <a1,a2,…,a2k> тогда и только тогда, когда справедливо равенство
 
2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2]
2 1 2 2 3 4 4 5 2 2 2 2 2 1[[[ ] ] ].
n n n
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- - -
- - -
- - -=   
До к а з а т е л ь с т в о.  1. Пусть произвольная точка p G∈  самосовмещается относительно эле-
ментов последовательности вершин 2k-угольника G <a1,a2,…,a2k>, т. е. справедливо равенство
 2 2 1( ( ( ( ))) ) .ka a aS … S S p … p=  
Данное равенство по определению 6 равносильно следующему:
2 4 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2]
1 2 2 3 2 2 2 2 2 1 2 2 2 2 2 1 2 2 2 2 3 2 2 1[ ] .
n n n n n n
k k k k k k k k k ka a a a a a a a a pa a a a a a a a a p
- - - - - -
- - - - - -
- - - - - - =   (9)
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С учетом определения 5 равенства векторов n-арной группы (9) перепишем в виде
2 4 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2]
1 2 2 3 2 2 2 2 2 1 2 2 2 2 2 1 2 2 2 2 3 2 2 1[ ]
n n n n n n
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- - - - - -
- - - - - -
 
  0.=


Применяя последовательно лемму 2, получим
 
2 4 2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2]
1 2 3 2 2 2 2 2 1 2 2 2 2 2 1 2 2 2 2 3 2 2 1[ ]
n n n n n
k k k k k k k k k kpa a a a a a a a pa a a a a a a a a
- - - - -
- - - - -
- - - - - -+
 

  0,=


  
2 4 2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2]
1 2 3 4 5 2 2 2 2 2 1 2 2 2 2 2 1 2 2 2 2 3 2 2 1[ ]
n n n n n
k k k k k k k k k kpa a a a a a a a a a pa a a a a a a a a
- - - - -
- - - - -
- - - - - -+ +
 
 
  0,=


 
 …  
 1 2 3 2 2 2 1 2 2 2 1 2 2 2 3 4 3 2 1 0.k k k k k k kpa a a a a a p a a a a a a a a- - - - -+ + + + + + + + + =
        
   
Так как G – полуабелева, то операция сложения векторов коммутативна (см. [1]). Имеем
 ( )2 1 2 3 2 2 2 1 2 2 1 2 2 2 3 4 3 2 1 0.k k k k k k ka p pa a a a a a a a a a a a a- - - - -+ + + + + + + + + =
        
   
По определению 2 получаем
 2 1 2 3 2 2 2 1 2 2 1 2 2 2 3 4 3 2 1 0.k k k k k k ka a a a a a a a a a a a a a- - - - -+ + + + + + + + =
       
   
С учетом полуабелевости G имеем
 ( ) ( ) ( )2 1 2 2 1 2 1 2 2 2 3 4 3 3 2 1 2 1k k k k k k k k k k ka a a a a a a a a a a a a a a a- - - + + - - ++ + + + + + + + +
       
   
 ( ) ( ) ( )2 3 2 2 2 1 4 5 2 4 2 3 1 1 2 0.k k k k k k k ka a a a a a a a a a a a- - - - - + ++ + + + + + + =
      
  
Применяя лемму 3, получаем
 ( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 2 1 2 2 3 4 2 3 3 2 1 2 1k k k k k k k k k k ka a a a a a a a a a a a a a a a- - - + - - + ++ + + + + + + + +
       
   
 ( ) ( ) ( )2 2 1 2 2 3 4 2 3 2 4 5 1 2 1 0.k k k k k k k ka a a a a a a a a a a a- - - - - + ++ + + + + + + =
      
  
С учетом коммутативности операции сложения векторов G имеем 
 2 1 2 1 2 2 1 2 2 1 2 2 3 2 2 3 4 2 3 4 2 3k k k k k k k ka a a a a a a a a a a a a a a a- - - - - -+ + + + + + + +
       
  
 1 2 1 2 1 1 0,k k k k k k k ka a a a a a a a- + - + + ++ + + + =
    
   
 2 1 2 2 1 2 2 3 4 2 3 1 2 12 2 2 2 2 2 0,k k k k k k k ka a a a a a a a a a a a- - - - + ++ + + + + + =
      
   
 ( )2 1 2 2 1 2 2 3 4 2 3 1 2 12 0.k k k k k k k ka a a a a a a a a a a a- - - - + ++ + + + + + =
      
  
Разделим левую и правую части полученного равенства на 2. Получим
 2 1 2 2 1 2 2 3 4 2 3 1 2 1 0.k k k k k k k ka a a a a a a a a a a a- - - - + ++ + + + + + =
      
  
Применяя последовательно лемму 2, имеем
 
2 4
[ 2]
2 1 2 2 2 1 2 2 3 4 2 3 1 2 1[ ] 0,
n
k k k k k k k ka a a a a a a a a a a a a
-
-
- - - - + ++ + + + + =

    
   
 
2 4 2 4
[ 2] [ 2]
2 1 2 2 2 1 2 2 2 2 3 4 2 3 1 2 1[ ] 0,
n n
k k k k k k k k ka a a a a a a a a a a a a a
- -
- -
- - - - - + ++ + + + =

   
   
 … 
 
2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2]
2 1 2 2 2 1 2 2 2 2 3 4 4 2 3 1 1[ ] 0,
n n n n
k k k k k k k ka a a a a a a a a a a a a a
- - - -
- - - -
- - - - + + =


  
что с учетом полуабелевости G равносильно следующему равенству:
 
2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2]
2 1 2 2 3 4 4 5 2 2 2 2 2 1[[[ ] ] ] 0.
n n n
k k k ka a a a a a a a a a a
- - -
- - -
- - - =


  
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На основании определения 3 получаем справедливость требуемого равенства:
 
2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2]
2 1 2 2 3 4 4 5 2 2 2 2 2 1[[[ ] ] ].
n n n
k k k ka a a a a a a a a a a
- - -
- - -
- - -=   
2. Пусть теперь справедливо равенство
 
2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2]
2 1 2 2 3 4 4 5 2 2 2 2 2 1[[[ ] ] ],
n n n
k k k ka a a a a a a a a a a
- - -
- - -
- - -=   
которое в силу ассоциативности n-арной операции равнозначно следующему:
 
2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2]
2 1 2 2 3 4 4 5 2 2 2 2 2 1[ ].
n n n
k k k ka a a a a a a a a a a
- - -
- - -
- - -=    (10)
Умножим левую и правую части равенства (10) справа на выражение
 
2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2]
2 1 2 1 2 2 5 5 4 3 3 2.
n n n
k k ka a a a a a a a a
- - -
- - -
- - -   
Получим
 
2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2]
2 2 1 2 1 2 2 5 5 4 3 3 2 1[ ] .
n n n
k k k ka a a a a a a a a a a
- - -
- - -
- - - =   (11)
На основании определения 6 справедливо равенство
 2 2 1( ( ( ( ))) )ka a aS … S S p … =  
    
2 4 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2]
1 2 2 3 2 2 2 2 2 1 2 2 2 2 2 1 2 2 2 2 3 2 2 1[ ].
n n n n n n
k k k k k k k k k ka a a a a a a a a pa a a a a a a a a
- - - - - -
- - - - - -
- - - - - -=     
(12)
Применяя лемму 4 при l = 2k для равенств (11) и (12), получим
 2 2 1( ( ( ( ))) ) .ka a aS … S S p … p=  
Теорема доказана. Отметим, что при k = 2 из теоремы 1 вытекает теорема 3.1.2 из [3], т. е. спра-
ведливо 
С л ед с т в и е  1. Пусть G – полуабелева n-арная группа, 1 2 3 4,a a a a G, , ∈  (k ∈N). Произвольная 
точка p G∈  самосовмещается относительно вершин четырехугольника <a1,a2,a3,a4> тогда 
и только тогда, когда <a1,a2,a3,a4> является параллелограммом G, т. е. когда справедливо ра-
венство
 
2 4
[ 2]
4 1 2 2 3[ ].
n
a a a a a
-
-=  
Те о р е м а  2. Пусть G – полуабелева n-арная группа, 1 2 2, ,..., ka a a G∈  (k ∈ N). Произвольная 
точка p G∈  самосовмещается относительно вершин 2k-угольника <a1,a2,…,a2k> тогда и только 
тогда, когда справедливо равенство
 
2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2]
2 2 3 3 2 2 2 2 2 1 1 1 2 2 3 1 1[ ] [ ],
n n n n
k l l l k k k l l l la a a a a a a a a a a a a a a
- - - -
- - - -
+ + + - - - + - -=
 
   
где l – нечетное натуральное число.
До к а з а т е л ь с т в о.  1. Пусть произвольная точка p G∈  самосовмещается относительно вер-
шин <a1,a2,…,a2k>, тогда по теореме 1 справедливо равенство
 
2 4 2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2]
2 1 2 2 3 4 4 5 1 1 2 3 3 2 2 2 2 2 1[ ].
n n n n n
k l l l l l l k k ka a a a a a a a a a a a a a a a a
- - - - -
- - - - -
+ + + + + - - -=    (13)
Умножим  левую и правую части равенства (13) справа на 
2 4 2 4
[ 2] [ 2]
2 1 2 1 2 2 3 2 2 1.
n n
k k k l l l la a a a a a a
- -
- -
- - - + + + +  
Получим
 
2 4 2 4
[ 2] [ 2]
2 2 1 2 1 2 2 3 2 2 1[ ]
n n
k k k k l l l la a a a a a a a
- -
- -
- - - + + + + =   
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2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2]
1 2 2 3 4 4 5 1 1 2 3 3[[
n n n n
l l l l l la a a a a a a a a a a a a
- - - -
- - - -
+ + + + +=    
 
2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2]
2 2 2 2 2 1 2 1 2 1 2 2 3 2 2 1] ].
n n n
k k k k k k l l l la a a a a a a a a a
- - -
- - -
- - - - - - + + + +   
С учетом нейтральности последовательностей 
2 4
[ 2]
n
g g g
-
-  для любого g G∈ , имеем
 
2 4 2 4
[ 2] [ 2]
2 2 1 2 1 2 2 3 2 2 1[ ]
n n
k k k k l l l la a a a a a a a
- -
- -
- - - + + + + =   
 
2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2]
1 2 2 3 4 4 5 1 1 2 3 3[
n n n n
l l l l l la a a a a a a a a a a a a
- - - -
- - - -
+ + + + +=    
 
2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2]
2 2 2 2 2 1 2 1 2 1 2 2 3 2 2 1[ ] ]
n n n
k k k k k k l l l la a a a a a a a a a
- - -
- - -
- - - - - - + + + +    
 ... 
 
2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2]
2 2 1 2 1 2 2 3 2 2 1 1 2 2 3 4 4 5[ ] [ ]
n n n n
k k k k l l l l la a a a a a a a a a a a a a a a
- - - -
- - - -
- - - + + + + =  .
Согласно определению 5, лемме 2.2.1 из [3], получим
 
2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2]
2 2 2 3 2 2 2 1 2 1 2 2 3 2 2 2 1 2 1 1
2 4
[ [ ] ]
n n n n
k l l l k k k l l l k k k l
n
a a a a a a a a a a a a a a
- - - -
- - - - -
+ + + - - - + + + - - - +
-
= 

 
 
 
2 4 2 4
[ 2] [ 2]
1 2 2 3 4 4 5[ ],
n n
la a a a a a a a
- -
- -=    
 
2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2]
2 2 3 3 2 2 2 2 2 1 1 1 2 2 3 1 1[ ] [ ].
n n n n
k l l l k k k l l l la a a a a a a a a a a a a a a
- - - -
- - - -
+ + + - - - + - -=
 
   
2. Справедливость достаточного условия самосовмещения произвольной точки p G∈  отно-
сительно вершин 2k-угольника <a1,a2,…,a2k> устанавливается аналогично. Теорема доказана. 
При k = 3 из теоремы 2 вытекает
С л ед с т в и е  2. Пусть G – полуабелева n-арная группа, 1 2 3 4 5 6, , ,a a a a a a G, , ∈  (k ∈ N). Про из-
вольная точка p G∈  самосовмещается относительно вершин шестиугольника <a1,a2,a3,a4,a5,a6> 
тогда и только тогда, когда справедливо равенство
 
2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2]
8 2 3 3 6 6 7 1 2 2 3 1 1[ ] [ ],
n n n n
l l l l l la a a a a a a a a a a a a a
- - - -
- - - -
+ + + - -=
 
 
где l – нечетное натуральное число.
Те о р е м а  3. Пусть G – полуабелева n-арная группа, <a1,a2,…,a2k> (k ∈N) – 2k-угольник G 
такой, что произвольная точка p G∈  самосовмещается относительно вершин этого много-
угольника, т. е. 1 2 2( (... ( )...)) .ka a aS S S p p=  Если  x G∈  – центроид 2k-угольника <a1,a2,…,a2k>, то 
точ ка х является центроидом k-угольника <a1,a3,a5,…,a2k–1>.
До к а з а т е л ь с т в о.  Так как произвольная точка p G∈  самосовмещается относительно вер-
шин <a1,a2,…,a2k>, то по теореме 1 справедливо равенство
 
2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2]
2 1 2 2 3 4 4 5 2 2 2 2 2 1[ ].
n n n
k k k ka a a a a a a a a a a
- - -
- - -
- - -=    (14)
Так как x G∈  – центроид 2k-угольника <a1,a2,…,a2k>, то по определению 1 справедливо равенство
 1 2 2 0.kxa xa xa+ + + =
   
   (15)
Подставим в (15) выражение из (14). Имеем
 
2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2]
1 2 1 2 2 3 4 4 5 2 2 2 2 2 1[ ] 0.
n n n
k k kxa xa x a a a a a a a a a a
- - -
- - -
- - -+ + + =

  
   (16)
Последовательно применяя лемму 2 к равенству (16), получим
 
2 4 2 4
[ 2] [ 2]
1 2 1 2 3 4 4 5 2 2 2 2 2 1[ ] 0,
n n
k k kxa xa xa a a a a a a a a
- -
- -
- - -+ + + + =

   
    
 2 4
[ 2]
1 2 1 2 3 4 5 2 2 2 2 2 1[ ] 0,
n
k k kxa xa xa a a a a a a a
-
-
- - -+ + + + + =

    
    
 … 
 1 2 1 2 3 4 5 2 2 2 1 0.k kxa xa xa a a a a a a- -+ + + + + + + =
      
   (17)
С учетом полуабелевости G, перепишем (17) следующим образом:
 ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 2 3 2 2 2 2 2 1 2 1 0.k k k k kxa xa xa a a xa xa a a xa xa xa a a xa- - - - -+ + + + + + + + + + + =
            
  
Применяя лемму 3, получаем
 ( ) ( ) ( )1 1 3 2 2 3 5 4 4 3 2 3 2 2 2 2 2 2 2 1 0.k k k k kxa xa xa a a xa xa a a xa xa xa a a xa- - - - -+ + + + + + + + + + + =
            
  
Так как xx

 – нулевой вектор для любого х из G, то
 1 1 3 3 5 5 2 3 2 1 2 1 0.k k kxa xa xa xa xa xa xa xa xa- - -+ + + + + + + + + =
         
  
Преобразуем полученное равенство следующим образом:
 1 3 5 2 3 2 12 2 2 2 2 0,k kxa xa xa xa xa- -+ + + + + =
     
   
 ( )1 3 5 2 3 2 12 0.k kxa xa xa xa xa- -+ + + + + =
     
  
Разделим левую и правую части полученного равенства на 2. Имеем
 1 3 5 2 3 2 1 0.k kxa xa xa xa xa- -+ + + + + =
     
  
Следовательно, по определению 1 х – центроид k-угольника <a1,a3,a5,…,a2k–1>. При k =3 из 
теоремы 2 вытекает
С л ед с т в и е  3. Пусть G – полуабелева n-арная группа, <a1,a2,a3,a4,a5,a6> (k ∈ N) – шести-
угольник G такой, что произвольная точка p G∈  самосовмещается относительно вершин 
этого многоугольника, т. е. 1 2 3 4 5 6( ( ( ( ( ( )))))) .a a a a a aS S S S S S p p=  Тогда, если x G∈  – центроид 
<a1,a2,a3,a4,a5,a6>, то точка х является центроидом треугольника <a1,a3,a5>. 
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